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 Analisis penyelesaian PD orde-2 membahas tiga kasus yang diselesaikan dengan 
dua metode. yaitu dengan persamaan diferensial homogen-tak homogen dan  teknik 
operator-D. Langkah penyelesaian PD  orde dua dengan PD linear homogen-tak 
homogen adalah: menentukan solusi umum PD Homogen    xgcyybya   yaitu 
02  cbrar , solusi umum sesuai dengan akar-akar persamaan karakteristik,  
kemudian subtitusikan ppp yyy  ,,   pada PD tak homogen sehingga diperoleh solusi 
khusus py  
 diperoleh hasil  akhir solusi umum PD orde-2: ph yyy   
Langkah 
selanjutnya dengan Teknik Operator yaitu mengubah  sistem persamaan diferensial 
kedalam teknik operator yaitu   QyDF p  , mengeliminasikan persamaan untuk 









menentukan fungsi komplementer , 
menentukan  integral  khusus dengan menggunakan sifat-sifat teknik operator-D 
sehingga diperoleh solusi umum  yaitu :  khususIntegralerkomplementFungsiy   
 
Kata Kunci :  PD Linier Homogen, PD Linier Tak Homogen, Teknik Operator, Fungsi 




 Analysis of order completion PD-2 discusses three cases resolved by the two 
methods. namely differential equations with homogeneous-inhomogeneous and 
operator-D technique. Step completion PD second order with PD linear homogeneous-
inhomogeneous is: define a common solution PD Homogeneous  xgcyybya    
namely, 0
2  cbrar  the common solution in accordance with the roots of the 
characteristic equation, then subtitusikan  ppp yyy  ,,  
 in PD is not homogeneous in 
order to obtain a special solution the final result of common solutions PD-order 2 :
 
ph yyy   
 the next step in operator technique is transform into a differential equation 
system operator technique, namely   QyDF p  , to eliminate the equation to determine 






 , determine the complementary function, specifically 
by using the integral determines the properties of the operator-D techniques in order to 
obtain the general solution is: khususIntegralerkomplementFungsiy   
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1.   LATAR BELAKANG  
 Persamaan diferensial dengan 
bentuk: 








naaaa ,,,, 210   dan g adalah 
fungsi-fungsi dari variable bebas x, 
0na  dan 0ng   merupakan bentuk 
umum dari persamaan diferensial linier 
tak homogen. System persamaan 
diferensial homogen adalah sistem yang 
memuat dua atau lebih persamaan 
diferensial linear tak homogen. Solusi 
dari system persamaan diferensial linear 
tak homogeny ini dapat dicari dengan 
menggunakan suatu metode tertentu. 
Salah satu metode yang dapat 
digunakan yaitu metode koefisien tak 
tentu. 
 
2. LANDASAN TEORI 
Persamaan Diferensial (Finizio & 
Ladas, 1988) 
 Persamaan diferensial linear yaitu 
persamaan diferensial yang berpangkat 
satu dalam peubah tak bebas dan 
turunan-turunannyayaitu persamaan 
diferensial yang berbentuk: 







 dengan naaaa ,,,, 210     adalah fungsi-
fungsi dari variabel bebas x, serta  
a.  Jika   0xg  maka persamaan 
tersebut homogen 
b.  Jika   0xg  maka persamaan 
tersebut tak homogen 
c. Jika seluruh koefisien 
naaaa ,,,, 210    adalah konstanta, 
maka persamaan tersebut dikatakan 
memiliki koefisien konstan. 
(Finizio & Ladas, 1988) 
Persamaan Diferensial Homogen 
tingkat dua dengan koefisien konstan 
 Bentuk umum Persamaan 
Diferensial ini : 021  yayay  
Solusi umum PD ini tergantung pada 
akar-akar persamaan: 021
2  arar   
yang bersesuaian dengan persamaan 
diferensial tersebut: 
1) Jika akar-akar riel persamaan bantu 
merupakan dua akar riel yang 
berlainan yaitu 
1r  dan 1r   maka 
solusi umumnya: xrxr eCeCy 21 21   
2) Jika akar-akar riel persamaan bantu 
merupakan dua akar riel yang 
berulang  yaitu 
21 rr    maka solusi 
umumnya: 
 xCCeexCeCy xrxrxr 2121 111   
3) Jika akar-akar riel persamaan bantu 
merupakan akar kompleks yang 
saling konjugat yaitu ir  12   
















Metode koefisian Tak Tentu 
 Metode ini digunakan untuk 
menghitung suatu penyelesaian khusus 
dari persamaan diferensial tak 
homogen: 







dengan koefisien-koefisien : 
 
naaaa ,,,, 210   
 merupakan konstanta-
konstanta,  0na  
dan   0xg  adalah 
kombinasi linear dari fungsi dengan tipe 
yang dapat dilihat pada tabel berikut. 
Tabel 1. Metode Koefisien Tak Tentu 
Suku-suku 
dalam   0xg  
Pilihan untuk  py  





















tMtK  sincos 
 
 
Aturan untuk metode koefisien tak 
tentu: 
a.   Aturan Dasar. Jika  xg adalah 
salah satu fungsi yang ada dalam 
tabel, pilih fungsi py  yang 
bersesuaian dan tentukan koefisien 
tak tentunya dengan 
mensubtitusikan  py  pada 
persamaan awal. 
b.  Aturan Modifikasi. Jika  xg   sama 
dengan solusi persamaan 
diferensial homogen, kalikan  py  
yang bersesuaian dalam tabel 
dengan x (atau 2x  jika  xg  sama 
dengan solusi akar kembar 
persamaan diferensial homogen). 
c.  Aturan Penjumlahan. Jika   xg  
adalah jumlah fungsi-fungsi yang 
terdapat dalam tabel pada kolom 
pertama,  py  adalah jumlah fungsi 
pada baris yang bersesuaian. 
(Purcell, 2004) 
Kesimpulan : 
a)  Metode koefisien tak tentu 
digunakan penyelesaian khusus PD 
linear tak homogen dengan 
koefisien konstanta 
b)  Untuk dapat menentukan 
pemisahan yang sesuai harus dicari 
terlebih dahulu solusi persamaan 
homogennya. 
c) Metode koefisien tektentu hanya 
dapat digunakan jika fungsi  xg  di 
ruas kanan adalah polinom, fungsi 
trigonometri, fungsi ekponensial 
atau penjumlahan/perkalian dari 
ketiga fungsi kolom pertama dalam 
tabel 1. 
Persamaan diferensial linear tingkat 






























P nn 1  
dimana 
no PPPP ,,,,0 21   Q
adalah fungsi x atau konstanta.  
























01   xP
dt
dx
P nn  
disebut homogen untuk menunjukkan 
bahwa semua suku-sukunya berderajat 
sama (pertama) dalam y dan demikian 
juga turunan-turunannya.  
Persamaan Linear Homogen dengan 





























P nn  1  
dimana no PPPP ,,,,0 21   adalah 
konstanta-konstanta.Untuk memudah-




































o    
maka   suatu operator yang bekerja 
















Persamaan  Karakteristik 
Persamaan: 
     








disebut  dengan persamaan karakteristik 
dan akar-akarnya: 
nmmmm ,,,, 321    
disebut akar akar karakteristik. (Purcell, 
2004) 
1. Akar-akar rill yang berbeda  
nn mmmmm  1321   










Akar-akar yang berulang 
nn mmmmm  1321   






3. Akar-akar kompleks bia   maka 
penyelesaiannya  adalah: 
     bixbixaxxbiaxbia BeAeeeBeA  










Metode Operator  
Integral khusus  persamaan Diferensial 
  QyDF   dengan Koefisien-





. Untuk bentuk-bentuk tertentu 
Q pekerjaan yang dilibatkan dalam 
menghitung simbol ini dapat dipandang 
secara sederhana, sebagai berikut : 
Persamaan difrensial : (Ayress, 1984) 




















    
  nxmxmm dxeQe nnn 1  
Persamaan difrensial: 


















b.  jika Q  berbentuk  bax sin  
      atau  baxcos  















































































e.  jika Q berbentuk  x. V(x) 

























3.1 Solusi Penyelesaian Persamaan 
Diferensial orde dua dengan PD 
Linear homogen-takhomogen. 
Langkah-langkah solusi  penyelesaian 
PD  orde dua adalah:  
1) Menentukan solusi umum PD 
Homogen    xgcyybya    
Solusi umum    xycxycyh 2211   
2) Menentukan solusi PD Tak 
Homogen  xgcyybya   
lihat bentuk  xg  sesuaikan dengan 
tabel 1 dan lihat kesamaan bentuk 
dengan solusi PD homogen untuk 
menentukan solusi umum  py  
kemudian subtitusikan ppp yyy  ,,   
pada PD tak homogen sehingga 
diperoleh solusi khusus py  
 
3) Menentukan solusi umum PD Tak 
Homogen: ph yyy   
 
3.2  Solusi Penyelesaian Persamaan 
Diferensial orde dua dengan  
Metode Teknik Operator-D 
Langkah-langkah solusi  penyelesaian 
PD  orde dua dengan T.Operator-D:  
1) Mengubah  sistem persamaan 
diferensial kedalam teknik operator 
yaitu   QyDF p   
2) Mengeliminasikan persamaan 










3) Menentukan fungsi komplementer  
dalam menentukan akar-akar riil 
dan berbeda, akar-akar yang 
berulang dan akar-akar kompleks. 
4) Menentukan  integral  khusus 
dengan menggunakan sifat-sifat 
teknik operator-D untuk solusi 
umum. 
5) Diperoleh solusi umum dari sistem 
persamaan diferensial orde dua 
yaitu :  
KhususIntegralerkomplementFy .. 
 
3.3 Studi Kasus Solusi Penyelesaian 
PD Orde Dua dengan Sistem 
Persamaan Diferensial Homogen-
Tak Homogen 
Diberikan kasus 1:   
Tentukan Penyelesaaian Umum PD 
berikut: 
 232 xeyyy x   
Penyelesaian: 
Langkah 1 : Menentukan solusi PD 
homogen 02  yyy  
Persamaan karakteristik: 
 0122  mm  
Akar-akar persamaan karakteristik: 
021  mm  
Solusi Umum :  xxh xeCeCy 21   
Langkah 2 : Menentukan Solusi PD 
Tak Homogen: 232 xeyyy x   





p     
suku pada  yaitu xe adalah solusi ganda 
PD homogen, solusi umum PD 







p   











p   
Subtitusi: ppp yyy  ,,   kepersamaan awal 

























koefisien yang berpangkat sama 
diperoleh konstanta : 
6,4,1,2/3 4321  CCCC  







p   
64
2
3 22  xxexy xp  
Langkah 3 : Menentukan Solusi PD : 











Diberikan kasus 2:   
Tentukan Penyelesaaian Umum PD 
berikut: 
xeyyy x 2sin244 2    
Penyelesaian: 
Langkah 1 : Menentukan solusi PD 
homogen 044  yyy  
 Persamaan karakteristik: 
 0442  mm  
 Akar-akar persamaan karakteristik: 
221  mm  





   
Langkah 2 : Menentukan Solusi PD 
Tak Homogen:  
xeyyy x 2sin244 2    
  xexf x 2sin2 2  
 
Sesuai Tabel 1:  
xMxKCey xp 2sin2cos
2      
suku pada  yaitu xe adalah solusi ganda 
PD homogen, solusi umum PD 
homogen menjadi : 
xMxKexCy xp 2sin2cos
22  













   Subtitusi: ppp yyy  ,,   kepersamaan 






































koefisien yang berpangkat sama 




,1  MKC  
Solusi umum PD takhomogen:  
xMxKexCy xp 2sin2cos
22    
xexy xp 2cos
10
122    
Langkah 3 : Menentukan Solusi PD: 













Diberikan kasus 3:   
Tentukan Penyelesaaian Umum PD 
berikut: 
xxeyyy x 52sin3452 2   
Penyelesaian: 
Langkah 1 : Menentukan solusi PD 
homogen 052  yyy  
Persamaan karakteristik: 
0522  mm  
Akar-akar persamaan karakteristik: 
imim 21,21 21   
Solusi Umum :  
)2sin2cos( xBxAey xh 
  
Langkah 2 : Menentukan Solusi PD 
Tak Homogen:  
xxeyyy x 52sin3452 2   
  xxexf x 52sin34 2 
  




sehingga    




2   
Subtitusi: ppp yyy  ,,   kepersamaan awal 






































































Langkah 3 : Menentukan Solusi PD: 























3.4 Studi Kasus Solusi SPD Orde Dua 
dengan Metode Operator 
Diberikan kasus 4:   
Tentukan Penyelesaaian Umum PD 
berikut: 
232 xeyyy x   
Penyelesaian: 
Langkah 1 : Menentukan solusi PD 










Fungsi Komplementer: 0122  DD  
Akar-akar fungsi komplementer: 
121  DD  
Solusi Umum :  xx xeCeCy 21   
Langkah 2 : Menentukan IK:  












Untuk menentukan  nilai   ty  dengan 




















































 txxx xDDdxdxeeey 223213 
64
2
3 22  xxexy x
 







Diberikan kasus 5:   
Tentukan Penyelesaaian Umum PD 
berikut: 
xeyyy x 2sin244 2    
Penyelesaian: 
Langkah 1 : Menentukan solusi PD 










Fungsi Komplementer: 0442  DD  
Akar-akar fungsi komplementer: 
221  DD  
Solusi Umum :  xx xeCeCy 22
2
1
   
Langkah 2 : Menentukan IK:  














Untuk menentukan  nilai   ty  dengan 
































































Diberikan kasus 6:   
Tentukan Penyelesaaian Umum PD 
berikut: 
 xxeyyy x 52sin3452 2   
Penyelesaian: 
Langkah 1 : Menentukan solusi PD 










Fungsi Komplementer: 0522  DD  
Akar-akar fungsi komplementer:  
iD 2112   
Solusi Umum: 
 xBxAey x 2sin2cos    
Langkah 2 : Menentukan IK:  














Untuk menentukan  nilai   ty  dengan 




















































































































































5.   KESIMPULAN  
Penyelesaian Persamaan Diferensial 
orde dua dengan PD Linear 
homogen-takhomogen. 
Langkah-langkah   penyelesaian PD  
orde dua dengan PD linear homogen-tak 
homogen adalah: menentukan solusi 
umum Persamaan diferensial Homogen    
0)( 2  cbrarxgcyybya
sesuai dengan akar-akar persamaan 
karakteristik,  kemudian subtitusikan 
ppp yyy  ,,  pada PD semula sehingga 
diperoleh solusi khusus py  
 
penyelesaaian umum PD orde-2: 
ph yyy   
Langkah-langkah   penyelesaian PD 
dua dengan Teknik Operator adalah 
mengubah  sistem persamaan diferensial 
kedalam teknik operator yaitu 









menentukan fungsi komplementer  
dalam menentukan akar-akar riil dan 
berbeda, akar-akar yang berulang dan 
akar-akar kompleks, menentukan  
integral  khusus dengan menggunakan 
sifat-sifat teknik operator-D untuk 
solusi umum,  sehingga diperoleh solusi 




Bagi pembaca yang tertarik dan 
untuk memperdalam disarankan 
membahas dan  dapat mengkaji tentang 
solusi sistem persamaan diferensial 
linear orde dua dengan orde yang lebih 
tinggi dan dengan metode yang lain. 
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